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ここでは定義域が関数であるような関数を汎関数 functionalとする.例えば, 𝐹 ∶ (𝐴 → 𝐵) → 𝐶
など.このとき, 𝜑 ∶ 𝐴 → 𝐵を用いて 𝐹[𝜑(𝑥)] ∈ 𝐶と書く.ただし表記中 𝑥 ∈ 𝐴は「ダミー」であっ
て,汎関数の定義中で用いられる文字である.単に 𝐹[𝜑]とも略記される.この文章中では,ダミー変
数を添字にした 𝐹𝑥[𝜑], 𝐹𝑥∈𝐴[𝜑]も用いる*1. 𝐹[𝜑(𝑥)]が汎関数であるとき,通常の関数 𝑔 ∶ 𝐶 → 𝐷
を用いた 𝑔(𝐹[𝜑(𝑥)])もまた汎関数である.
以下では物理学において頻出する汎関数の基本的な計算方法についてまとめる.数学的な厳密性

は一切考慮していない.高校微積分程度の理解を目指している*2.また,独自の解釈も多く含んでい
るので参考程度に読んでほしい.

0.1 汎関数の考え方

例として関数 𝜑 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝの汎関数 𝐹[𝜑(𝑥)]を考える. 𝐼の分割 𝑎 = 𝑥0 < ⋯ < 𝑥𝑁 = 𝑏に
対し,関数値を 𝜑𝑛 ∶= 𝜑(𝑥𝑛)として,汎関数 𝐹[𝜑(𝑥)]はある関数 𝑓𝑁(𝜑0,…, 𝜑𝑁)の分割数 𝑁を極

限まで増やしたものと見做すことができる.たとえば積分 𝐹[𝜑(𝑥)] = ∫
𝑏

𝑎
d𝑥𝜑(𝑥)では,分割幅を

Δ𝑥𝑛 ∶= 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 として, Riemann積分の考え方を用いれば*3,

𝑓𝑁(𝜑0,…, 𝜑𝑁) =
𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥𝑛 × 𝜑(𝑥𝑛)

𝑁→∞
⟶ 𝐹[𝜑(𝑥)] = ∫

𝑏

𝑎
d𝑥𝜑(𝑥).

*1 𝐹[𝜑(𝑥)]という表記法は誤解を生む.たとえば,十分に小さい 𝑥の関数 𝜀 ∶ 𝐴 → 𝐴に対して 𝐹[𝜑(𝑥 + 𝜀(𝑥))]を
考える.このとき,

𝜑(𝑥 + 𝜀(𝑥)) = 𝜑(𝑥) + 𝜑′(𝑥)𝜀(𝑥)

であるが,
𝐹[𝜑(𝑥 + 𝜀(𝑥))] ≠ 𝐹[𝜑(𝑥) + 𝜑′(𝑥)𝜀(𝑥)]

である.ダミー変数を添字にした 𝐹𝑥[𝜑]という表記法を用いれば,不等号の理由は明らかであろう:

𝐹𝑥+𝜀(𝑥)[𝜑] ≠ 𝐹𝑥[𝜑 + 𝜑′𝜀].

*2 それすら怪しいかもしれない.気付いたことがあれば随時更新する.
*3 これは Riemann 積分ではなく「区分求積法」である. Riemann 和を用いるならば 𝜑𝑛 = 𝜑(𝑥𝑛) ではなく, 代表点
𝑥𝑛−1 ≤ 𝜉𝑛 ≤ 𝑥𝑛 を用いて 𝜑𝑛 ∶= 𝜑(𝜉𝑛)とするべき.しかし,ここでは計算を主目的としているので,細かいこと
は気にしない.
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または,等間隔な分割 𝑥𝑛 ∶= 𝑎 + 𝑛(𝑏 − 𝑎)
𝑁 ,分割幅 Δ𝑥 ∶= 𝑏 − 𝑎

𝑁 に対し,例えば 𝜑(𝑥) ∶= 𝑥2 と
すると,

𝑓𝑁(𝑥20,…, 𝑥2𝑁) =
𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥 × 𝑥2𝑛

𝑁→∞
⟶ 𝐹[𝑥2] = ∫

𝑏

𝑎
d𝑥𝑥2.

このような汎関数の離散的な表現を考えることも,汎関数の計算に役立つ.

0.1.1 汎関数の例
以下は汎関数である:

1. 積分

𝑖𝑁(𝜑0,…, 𝜑𝑁) =
𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥 × 𝑔(𝜑𝑛)

𝑁→∞
⟶ 𝐼[𝜑(𝑥)] = ∫ d𝑥 𝑔(𝜑(𝑥)).

2. 代入

𝑠(𝜑0,…, 𝜑𝑁; 𝑥𝑚 = 𝑥′) =
𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥 × 𝜑𝑛
𝛿𝑛𝑚
Δ𝑥 = 𝜑𝑚

𝑁→∞
⟶ 𝑆[𝜑(𝑥)](𝑥′) = ∫ d𝑥𝜑(𝑥)𝛿(𝑥 − 𝑥′) = 𝜑(𝑥′).

汎関数中のデルタ関数 𝛿(𝑥 − 𝑥′)は,離散表現の
𝛿𝑛𝑚
Δ𝑥 に対応している.

3. Fourier変換

𝑓𝑁(𝜑0,…, 𝜑𝑁; 𝑘𝑚) =
𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥
√2𝜋

× 𝜑𝑛𝑒−𝑖𝑘𝑚𝑥𝑛

𝑁→∞
⟶ ℱ[𝜑(𝑥)](𝑘) = ∫ d𝑥

√2𝜋
𝜑(𝑥)𝑒−𝑖𝑘𝑥.

4. Fourier逆変換

𝑓“−1”𝑁 ( ̃𝜑0,…, ̃𝜑𝑁; 𝑥𝑛) =
𝑁
∑
𝑚=1

Δ𝑘
√2𝜋

× ̃𝜑𝑚𝑒𝑖𝑘𝑚𝑥𝑛

𝑁→∞
⟶ ℱ−1[ ̃𝜑(𝑘)](𝑥) = ∫ d𝑘

√2𝜋
̃𝜑(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥;

実際,ℱ−1[ℱ[𝜑( ̃𝑥)](𝑘)](𝑥) = 𝜑(𝑥).
5. 汎関数のダミー変数を関数にしたもの

𝑔𝑁(𝑥0,…, 𝑥𝑁) = 𝑓𝑁(𝜑0,…, 𝜑𝑁)
𝑁→∞
⟶ 𝐺𝑡[𝑥] ∶= 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑].
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ただし, 𝑥𝑛 = 𝑥(𝑡𝑛).例えば 𝐹𝑥[𝜑] ∶= ∫ d𝑥𝜑(𝑥)に対して,

𝑔𝑁(𝑥0,…, 𝑥𝑁) = 𝑓𝑁(𝜑0,…, 𝜑𝑁) =
𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥 × 𝜑𝑛 =
𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑡 × Δ𝑥
Δ𝑡 𝜑(𝑥𝑛)

𝑁→∞
⟶ 𝐺𝑡[𝑥] = 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑] = ∫ d𝑥(𝑡) 𝜑(𝑥(𝑡)) = ∫ d𝑡 d𝑥

d𝑡 𝜑(𝑥(𝑡)).

0.2 汎関数微分� �
汎関数 𝐹[𝜑(𝑥)]の点 𝑦における汎関数微分functional derivativeは,以下で定義される:

𝛿𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦)

∶= lim
ℎ→0

𝐹[𝜑(𝑥) + ℎ𝛿(𝑥 − 𝑦)] − 𝐹[𝜑(𝑥)]
ℎ .

� �
物理では汎関数微分を変分とも呼び,単に

𝛿𝐹[𝜑]
𝛿𝜑 とも略記される.

汎関数微分の離散的な表現は, 𝑦 = 𝑥𝑚 として,定義から

lim
ℎ→0

𝑓𝑁(𝜑1 + ℎ
𝛿1𝑚
Δ𝑥 ,…, 𝜑𝑁 + ℎ

𝛿𝑁𝑚
Δ𝑥 ) − 𝑓𝑁(𝜑1,…, 𝜑𝑁)

ℎ

= 1
Δ𝑥 lim

ℎ→0

𝑓𝑁(𝜑1,…, 𝜑𝑚 + ℎ/Δ𝑥,…, 𝜑𝑁) − 𝑓𝑁(𝜑1,…, 𝜑𝑁)
ℎ/Δ𝑥

= 1
Δ𝑥

𝜕𝑓𝑁
𝜕𝜑𝑚

.

したがって,汎関数微分演算子
𝛿

𝛿𝜑(𝑦)
に対応する離散表現は

1
Δ𝑥

𝜕
𝜕𝜑𝑚

である.

0.2.1 汎関数微分の計算例

以下の汎関数 𝐹[𝜑(𝑥)]について汎関数微分
𝛿𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦)

を計算する:

1. 𝐹[𝜑(𝑥)] = ∫ d𝑥 𝑔(𝑥)𝜑(𝑥):

𝛿
𝛿𝜑(𝑦)

∫ d𝑥 𝑔(𝑥)𝜑(𝑥)

= lim
ℎ→0

1
ℎ[∫ d𝑥 𝑔(𝑥)(𝜑(𝑥) + ℎ𝛿(𝑥 − 𝑦)) −∫ d𝑥 𝑔(𝑥)𝜑(𝑥)]

= lim
ℎ→0

1
ℎ ∫ d𝑥 𝑔(𝑥)ℎ𝛿(𝑥 − 𝑦)

= ∫ d𝑥 𝑔(𝑥)𝛿(𝑥 − 𝑦) = 𝑔(𝑦).

離散表現では, 𝑦 = 𝑥𝑚 として,

1
Δ𝑥

𝜕
𝜕𝜑𝑚

𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥 × 𝑔(𝑥𝑛)𝜑𝑛 = 𝑔(𝑥𝑚).
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2. 𝐹[𝜑(𝑥)] = 𝜑(𝑥′):

𝛿𝜑(𝑥′)
𝛿𝜑(𝑦)

= 𝛿
𝛿𝜑(𝑦)

∫ d𝑧 𝜑(𝑧)𝛿(𝑥′ − 𝑧) = 𝛿(𝑥′ − 𝑦).

離散表現では, 𝑦 = 𝑥𝑚, 𝑥′ = 𝑥𝑘 として,

1
Δ𝑥

𝜕
𝜕𝜑𝑚

𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥 × 𝜑𝑛
𝛿𝑛𝑘
Δ𝑥 =

𝛿𝑚𝑘
Δ𝑥 .

3. 𝐹[𝜑(𝑥)] = ∫ d𝑥 𝑔(𝜑(𝑥)):

𝛿
𝛿𝜑(𝑦)

∫ d𝑥 𝑔(𝜑(𝑥))

= lim
ℎ→0

1
ℎ[∫ d𝑥 𝑔(𝜑(𝑥) + ℎ𝛿(𝑥 − 𝑦)) −∫ d𝑥 𝑔(𝜑(𝑥))]

= lim
ℎ→0

1
ℎ{∫ d𝑥 [ℎ

d𝑔(𝜑(𝑥))
d𝜑(𝑥)

𝛿(𝑥 − 𝑦) + 𝑂(ℎ2)]}

= lim
ℎ→0

1
ℎ[ℎ

d𝑔(𝜑(𝑦))
d𝜑(𝑦)

+ 𝑂(ℎ2)]

=
d𝑔(𝜑(𝑦))
d𝜑(𝑦)

.

離散表現では, 𝑦 = 𝑥𝑚 として,

1
Δ𝑥

𝜕
𝜕𝜑𝑚

𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥 × 𝑔(𝜑𝑛) =
d𝑔(𝜑𝑚)
d𝜑𝑚

.

4. 𝐹[𝜑(𝑥)] = ∫ d𝑥 𝑔(𝜑′(𝑥)):

𝛿
𝛿𝜑(𝑦)

∫ d𝑥 𝑔(𝜑′(𝑥))

= lim
ℎ→0

1
ℎ[∫ d𝑥 𝑔(

d{𝜑(𝑥) + ℎ𝛿(𝑥 − 𝑦)}
d𝑥 ) −∫ d𝑥 𝑔(

d𝜑(𝑥)
d𝑥 )]

= lim
ℎ→0

1
ℎ[∫ d𝑥 𝑔(

d𝜑(𝑥)
d𝑥 + ℎ

d𝛿(𝑥 − 𝑦)
d𝑥 ) −∫ d𝑥 𝑔(

d𝜑(𝑥)
d𝑥 )]

= lim
ℎ→0

1
ℎ{∫ d𝑥 [ℎ

d𝑔(d𝜑(𝑥) / d𝑥)
d(d𝜑(𝑥) / d𝑥)

d𝛿(𝑥 − 𝑦)
d𝑥 + 𝑂(ℎ2)]}

= lim
ℎ→0

1
ℎ{∫ d𝑥 [−ℎ d

d𝑥
d𝑔(d𝜑(𝑥) / d𝑥)
d(d𝜑(𝑥) / d𝑥)

𝛿(𝑥 − 𝑦) + ℎ d
d𝑡(

d𝑔(d𝜑(𝑥) / d𝑥)
d(d𝜑(𝑥) / d𝑥)

𝛿(𝑥 − 𝑦)) + 𝑂(ℎ2)]}

(∵部分積分)

= lim
ℎ→0

1
ℎ[−ℎ

d
d𝑦

d𝑔(d𝜑(𝑦) / d𝑦)
d(d𝜑(𝑦) / d𝑦)

+ ℎ∫ d(
d𝑔(d𝜑(𝑥) / d𝑥)
d(d𝜑(𝑥) / d𝑥)

𝛿(𝑥 − 𝑦)) + 𝑂(ℎ2)]

= − d
d𝑦

d𝑔(d𝜑(𝑦) / d𝑦)
d(d𝜑(𝑦) / d𝑦)

+∫ d(
d𝑔(d𝜑(𝑥) / d𝑥)
d(d𝜑(𝑥) / d𝑥)

𝛿(𝑥 − 𝑦))

= − d
d𝑦

d𝑔(𝜑′(𝑦))
d𝜑′(𝑦)

+∫ d(
d𝑔(𝜑′(𝑥))
d𝜑′(𝑥)

𝛿(𝑥 − 𝑦)) .
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特に 𝑦が積分範囲の内部にあるとき,発散項を消すことができて,

𝛿
𝛿𝜑(𝑦)

∫ d𝑥 𝑔(𝜑′(𝑥)) = − d
d𝑦

d𝑔(𝜑′(𝑦))
d𝜑′(𝑦)

.

離散表現では, 𝑦 = 𝑥𝑚 として,

1
Δ𝑥

𝜕
𝜕𝜑𝑚

𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥 × 𝑔(
𝜑𝑛 − 𝜑𝑛−1

Δ𝑥 ) = −
𝑔′(

𝜑𝑚+1 − 𝜑𝑚
Δ𝑥 ) − 𝑔′(

𝜑𝑚 − 𝜑𝑚−1
Δ𝑥 )

Δ𝑥 .

5. 𝐹[𝜑(𝑥)] = ∫ d𝑥 𝑔(𝜑(𝑥), 𝜑′(𝑥)):

上の例を繰り返し使うことで,

𝛿
𝛿𝜑(𝑦)

∫ d𝑥 𝑔(𝜑(𝑥), 𝜑′(𝑥)) =
𝜕𝑔

𝜕𝜑(𝑦)
− d
d𝑦

𝜕𝑔
𝜕𝜑′(𝑦)

+∫ d(
𝜕𝑔

𝜕𝜑′(𝑥)
𝛿(𝑥 − 𝑦)) ,

あるいは, 𝑦が積分範囲の内部にあるとき,

𝛿
𝛿𝜑(𝑦)

∫ d𝑥 𝑔(𝜑(𝑥), 𝜑′(𝑥)) =
𝜕𝑔

𝜕𝜑(𝑦)
− d
d𝑦

𝜕𝑔
𝜕𝜑′(𝑦)

.

0.3 汎関数冪級数� �
連続な汎関数は Tayler級数に相当する以下の冪級数に展開することができる.これを Volterra
級数 Volterra seriesという:微小な関数 𝜂(𝑥)を用いて,

𝐹[𝜑(𝑥) + 𝜂(𝑥)] = 𝐹[𝜑(𝑥)] +∫ d𝑦
𝛿𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦)

𝜂(𝑦)

+ 1
2 ∫ d𝑦1∫ d𝑦2

𝛿2𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦1)𝛿𝜑(𝑦2)

𝜂(𝑦1)𝜂(𝑦2) +⋯

=
∞
∑
𝑛=0

1
𝑛! ∫ d𝑦1⋯∫ d𝑦𝑛

𝛿𝑛𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦1)⋯𝛿𝜑(𝑦𝑛)

𝜂(𝑦1)⋯𝜂(𝑦𝑛).

� �
特に, 𝜑 = 0まわりの冪展開は,

𝐹[𝜑(𝑥)] = 𝐹[0] +∫ d𝑦
𝛿𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦)

|||
𝜑=0

𝜑(𝑦) + 1
2 ∫ d𝑦1∫ d𝑦2

𝛿2𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦1)𝛿𝜑(𝑦2)

|||𝜑=0
𝜑(𝑦1)𝜑(𝑦2) +⋯

=
∞
∑
𝑛=0

1
𝑛! ∫ d𝑦1⋯∫ d𝑦𝑛

𝛿𝑛𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦1)⋯𝛿𝜑(𝑦𝑛)

|||
𝜑=0

𝜑(𝑦1)⋯𝜑(𝑦𝑛).

汎関数冪級数の離散表現は,

𝑓𝑁(𝜑0 + 𝜂0,…, 𝜑𝑁 + 𝜂𝑁)

= 𝑓𝑁(𝜑0,…, 𝜑𝑁) +
𝑁
∑
𝑚=0

Δ𝑥 1
Δ𝑥

𝜕𝑓𝑁
𝜕𝜑𝑚

𝜂𝑚 + 1
2

𝑁
∑
𝑚1=0

Δ𝑥
𝑁
∑
𝑚2=0

Δ𝑥 1
(Δ𝑥)2

𝜕2𝑓𝑁
𝜕𝜑𝑚1𝜕𝜑𝑚2

𝜂𝑚1𝜂𝑚2 +⋯

=
∞
∑
𝑛=0

1
𝑛!

𝑁
∑
𝑚1=0

Δ𝑥⋯
𝑁
∑

𝑚𝑛=0
Δ𝑥 1

(Δ𝑥)𝑛
𝜕𝑛𝑓𝑁(𝜑0,…, 𝜑𝑁)
𝜕𝜑𝑚1⋯𝜕𝜑𝑚𝑛

𝜂𝑚1⋯𝜂𝑚𝑛.
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この表現は関数 𝑓𝑁(𝜑0 + 𝜂0,…, 𝜑𝑁 + 𝜂𝑁)の (𝜑0,…, 𝜑𝑁)まわりでの Taylor展開になっている.

𝑛階汎関数微分
𝛿𝑛𝐹[𝜑(𝑥)]

𝛿𝜑(𝑦1)⋯𝛿𝜑(𝑦𝑛)
が 𝑦1,…, 𝑦𝑛について対称であると仮定して,

𝛿𝑛𝐹
𝛿𝜑𝑛 と略記する.

また,
𝛿𝑛𝐹
𝛿𝜑𝑛 ∗ 𝜂

𝑛 ∶= ∫ d𝑦1⋯∫ d𝑦𝑛
𝛿𝑛𝐹[𝜑(𝑥)]

𝛿𝜑(𝑦1)⋯𝛿𝜑(𝑦𝑛)
𝜂(𝑦1)⋯𝜂(𝑦𝑛)

とすると, Volterra級数は以下のように書き直せる:

𝐹[𝜑(𝑥) + 𝜂(𝑥)] =
∞
∑
𝑛=0

1
𝑛!
𝛿𝑛𝐹
𝛿𝜑𝑛 ∗ 𝜂

𝑛.

0.3.1 冪級数を用いた計算例

1.
𝛿𝑛𝐹
𝛿𝜑𝑛 ∗ 𝜂

𝑛 の 𝜂(𝑦)による汎関数微分:

𝛿
𝛿𝜂(𝑦)(

𝛿𝑛𝐹
𝛿𝜑𝑛 ∗ 𝜂

𝑛)

= lim
ℎ→0

1
ℎ [∫ d𝑦1⋯∫ d𝑦𝑛

𝛿𝑛𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦1)⋯𝛿𝜑(𝑦𝑛)

[𝜂(𝑦1) + ℎ𝛿(𝑦1 − 𝑦)]⋯[𝜂(𝑦𝑛) + ℎ𝛿(𝑦𝑛 − 𝑦)]

− ∫ d𝑦1⋯∫ d𝑦𝑛
𝛿𝑛𝐹[𝜑(𝑥)]

𝛿𝜑(𝑦1)⋯𝛿𝜑(𝑦𝑛)
𝜂(𝑦1)⋯𝜂(𝑦𝑛)]

= lim
ℎ→0

1
ℎ[

𝑛
∑
𝑖=0

∫ d𝑦1⋯∫ d𝑦𝑛
𝛿𝑛𝐹[𝜑(𝑥)]

𝛿𝜑(𝑦1)⋯𝛿𝜑(𝑦𝑛)
𝜂(𝑦1)⋯𝜂(𝑦𝑖)⋯𝜂(𝑦𝑛)ℎ𝛿(𝑦𝑖 − 𝑦) + 𝑂(ℎ2)]

=
𝑛
∑
𝑖=0

∫ d𝑦1⋯∫ d𝑦𝑛
𝛿𝑛𝐹[𝜑(𝑥)]

𝛿𝜑(𝑦1)⋯𝛿𝜑(𝑦𝑛)
𝜂(𝑦1)⋯𝜂(𝑦𝑖)⋯𝜂(𝑦𝑛)𝛿(𝑦𝑖 − 𝑦)

= 𝑛∫ d𝑦1⋯∫ d𝑦𝑛−1
𝛿𝑛𝐹[𝜑(𝑥)]

𝛿𝜑(𝑦)𝛿𝜑(𝑦1)⋯𝛿𝜑(𝑦𝑛−1)
𝜂(𝑦1)⋯𝜂(𝑦𝑛−1)

= 𝑛 𝛿
𝛿𝜑(𝑦)(

𝛿𝑛−1𝐹
𝛿𝜑𝑛−1) ∗ 𝜂

𝑛−1 (=∶ 𝑛𝛿
𝑛𝐹
𝛿𝜑𝑛 ∗ 𝜂

𝑛−1 とも書く).

2. 𝑔(𝐹[𝜑(𝑥)])の汎関数微分:

𝛿𝑔(𝐹[𝜑(𝑥)])
𝛿𝜑(𝑦)

= lim
ℎ→0

1
ℎ[𝑔(𝐹[𝜑(𝑥) + ℎ𝛿(𝑥 − 𝑦)]) − 𝑔(𝐹[𝜑(𝑥)])]

= lim
ℎ→0

1
ℎ[𝑔(𝐹[𝜑(𝑥)] +∫ d𝑧

𝛿𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑧)

ℎ𝛿(𝑧 − 𝑦) + 𝑂(ℎ2)) − 𝑔(𝐹[𝜑(𝑥)])]

= lim
ℎ→0

1
ℎ[𝑔(𝐹[𝜑(𝑥)] + ℎ

𝛿𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦)

+ 𝑂(ℎ2)) − 𝑔(𝐹[𝜑(𝑥)])]

= lim
ℎ→0

1
ℎ[ℎ

d𝑔(𝐹[𝜑(𝑥)])
d𝐹[𝜑(𝑥)]

𝛿𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦)

+ 𝑂(ℎ2)]

=
d𝑔(𝐹[𝜑(𝑥)])
d𝐹[𝜑(𝑥)]

𝛿𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦)

.
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3. 𝑥の積分で定義される汎関数 𝐹[𝜑(𝑥, 𝑡)]に対し,微分 d
d𝑡𝐹[𝜑(𝑥, 𝑡)]:

d
d𝑡𝐹[𝜑(𝑥, 𝑡)]

= lim
ℎ→0

𝐹[𝜑(𝑥, 𝑡 + ℎ)] − 𝐹[𝜑(𝑥, 𝑡)]
ℎ

= lim
ℎ→0

1
ℎ{𝐹[𝜑(𝑥, 𝑡) + ℎ

𝜕𝜑(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡 + 𝑂(ℎ2)] − 𝐹[𝜑(𝑥, 𝑡)]}

= lim
ℎ→0

1
ℎ{𝐹[𝜑(𝑥, 𝑡)] + ℎ∫ d𝑦

𝛿𝐹[𝜑(𝑥)]
𝛿𝜑(𝑦)

𝜕𝜑(𝑦, 𝑡)
𝜕𝑡 + 𝑂(ℎ2) − 𝐹[𝜑(𝑥, 𝑡)]}

= ∫ d𝑦
𝛿𝐹[𝜑(𝑥, 𝑡)]
𝛿𝜑(𝑦, 𝑡)

𝜕𝜑(𝑦, 𝑡)
𝜕𝑡 .

4. 微小変換 𝑥(𝑡) ↦ 𝑥′(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝛿𝑥(𝑡)に対し 𝜑(𝑥(𝑡)) ↦ 𝜑′(𝑥′(𝑡)) = 𝜑(𝑥(𝑡)) + 𝛿𝜑(𝑥(𝑡))
と変換されるとき,汎関数 𝐹𝑥′(𝑡)[𝜑′]を 1次まで展開することを考える.汎関数 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑′]を
パラメータ 𝑥(𝑡)に関する汎関数 𝐺𝑡[𝑥] ∶= 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑′]と見れば 𝛿𝑥(𝑡)の 1次で展開すること
ができ,

𝐹𝑥′(𝑡)[𝜑′]
= 𝐹𝑥(𝑡)+𝛿𝑥(𝑡)[𝜑′]

(= 𝐺𝑡[𝑥 + 𝛿𝑥] = 𝐺𝑡[𝑥] +∫ d𝑥0
𝛿𝐺𝑡[𝑥]
𝛿𝑥(𝑡0)

𝛿𝑥(𝑡0))

= 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑′] +∫ d𝑡0
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑′]
𝛿𝑥(𝑡0)

𝛿𝑥(𝑡0)

= 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑 + 𝛿𝐿𝜑] +∫ d𝑡0
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑 + 𝛿𝐿𝜑]

𝛿𝑥(𝑡0)
𝛿𝑥(𝑡0)

= 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑 + 𝛿𝐿𝜑] +∫ d𝑡0
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑]
𝛿𝑥(𝑡0)

𝛿𝑥(𝑡0).

ただし, 𝛿𝐿𝜑(𝑥(𝑡))は Lie微分である:

𝛿𝐿𝜑(𝑥(𝑡)) ∶= 𝜑′(𝑥(𝑡)) − 𝜑(𝑥(𝑡)) = 𝛿𝜑(𝑥(𝑡)) −
d𝜑(𝑥(𝑡))
d𝑥(𝑡)

𝛿𝑥(𝑡).

次に 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑′]を 1次で展開して,

𝐹𝑥(𝑡)[𝜑 + 𝛿𝐿𝜑]

= 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑] +∫ d𝑥(𝑡0)
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑]
𝛿𝜑(𝑥(𝑡0))

𝛿𝐿𝜑(𝑥(𝑡0))

= 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑] +∫ d𝑥(𝑡0)
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑]
𝛿𝜑(𝑥(𝑡0))

𝛿𝜑(𝑥(𝑡0)) −∫ d𝑥(𝑡0)
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑]
𝛿𝜑(𝑥(𝑡0))

d𝜑(𝑥(𝑡0))
d𝑥(𝑡0)

𝛿𝑥(𝑡0)

= 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑] +∫ d𝑥(𝑡0)
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑]
𝛿𝜑(𝑥(𝑡0))

𝛿𝜑(𝑥(𝑡0)) −∫ d𝑡0
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑]
𝛿𝜑(𝑥(𝑡0))

d𝜑(𝑥(𝑡0))
d𝑡0

𝛿𝑥(𝑡0).

7



これを前の式に代入すれば, 𝐹𝑥′(𝑡)[𝜑′]の 1次の展開が得られる:

𝐹𝑥′(𝑡)[𝜑′] = 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑] +∫ d𝑥(𝑡0)
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑]
𝛿𝜑(𝑥(𝑡0))

𝛿𝐿𝜑(𝑥(𝑡0)) +∫ d𝑡0
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑]
𝛿𝑥(𝑡0)

𝛿𝑥(𝑡0)

= 𝐹𝑥(𝑡)[𝜑] +∫ d𝑥(𝑡0)
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑]
𝛿𝜑(𝑥(𝑡0))

𝛿𝜑(𝑥(𝑡0))

+∫ d𝑡0 [
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑]
𝛿𝑥(𝑡0)

−
𝛿𝐹𝑥(𝑡)[𝜑]
𝛿𝜑(𝑥(𝑡0))

d𝜑(𝑥(𝑡0))
d𝑡0

]𝛿𝑥(𝑡0).

0.4 汎関数積分� �
𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]の関数上で定義される 𝐹[𝜑(𝑥)]の汎関数積分functional integrationは,以下で定義
される:

∫𝒟𝜑(𝑥)𝐹[𝜑(𝑥)] ∶= 1
𝜃( ∏

𝑥∈[𝑎,𝑏]
∫ d𝜑(𝑥))𝐹[𝜑(𝑥)]

∶= lim
𝑁→∞

1
𝜃(𝑁)

∫ d𝜑0⋯∫ d𝜑𝑁 𝑓𝑁(𝜑0,…, 𝜑𝑁).

ただし, 𝜃は有限値に収束させるための正規化因子, 𝑓𝑁(𝜑0,…, 𝜑𝑁)は 𝐹[𝜑(𝑥)]の離散表現で
ある.単に ∫𝒟𝜑𝐹[𝜑]とも略記される.� �
𝜑(𝑥)の端を固定した汎関数積分も重要である:

∫
𝜑

𝜑0
𝒟𝜑(𝑥)𝐹[𝜑(𝑥)] ∶= 1

𝜃( ∏
𝑥∈(𝑎,𝑏)

∫ d𝜑(𝑥))𝐹[𝜑(𝑥)]
||||

𝜑(𝑏)=𝜑

𝜑(𝑎)=𝜑0

∶= lim
𝑁→∞

1
𝜃(𝑁)

∫ d𝜑1⋯∫ d𝜑𝑁−1 𝑓𝑁(𝜑0, 𝜑1,…, 𝜑𝑁−1, 𝜑).

これは,端点を固定した経路の経路上各点について積分した積になっていることから,経路積分とも
呼ばれる.

0.4.1 汎関数積分の計算例

1. 𝐹[𝜑(𝑥)] = exp [𝑖∫
𝑏

𝑎
d𝑥 𝐴2 {𝜑(𝑥)}

2] の汎関数積分 𝐼(𝜑) = ∫
𝜑

𝜑0
𝒟𝜑(𝑥)𝐹[𝜑(𝑥)], ただし

∫ d𝜑 𝐼(𝜑) = 1として正規化:

𝐹[𝜑(𝑥)]の離散表現は,

𝑓𝑁(𝜑0, 𝜑1,…, 𝜑𝑁−1, 𝜑) = exp [𝑖
𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥 × 𝐴
2 𝜑

2
𝑛]

𝜑𝑁=𝜑

𝜑0=𝜑0

.
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ただし,分割幅を Δ𝑥 ∶= (𝑏 − 𝑎)/𝑁とした.したがって 𝐹[𝜑(𝑥)]の汎関数積分は,

𝐼(𝜑) = ∫
𝜑(𝑏)=𝜑

𝜑(𝑎)=𝜑0
𝒟𝜑(𝑥) exp [𝑖∫

𝑏

𝑎
d𝑥 𝐴2 {𝜑(𝑥)}

2]

= lim
𝑁→∞

1
𝜃(𝑁)

∫ d𝜑1⋯∫ d𝜑𝑁−1 exp [𝑖
𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥 × 𝐴
2 𝜑

2
𝑛]

𝜑𝑁=𝜑

𝜑0=𝜑0

= lim
𝑁→∞

1
𝜃(𝑁)

exp [𝑖Δ𝑥 × 𝐴
2 𝜑

2]
𝑁−1
∏
𝑛=1

∫ d𝜑𝑛 exp [𝑖
𝐴Δ𝑥
2 𝜑2𝑛]

(∫ d𝑥 exp (−𝑖𝑎𝑥2) = √
𝜋
𝑖𝑎)

= lim
𝑁→∞

1
𝜃(𝑁)(

2𝜋𝑖
𝐴Δ𝑥)

(𝑁−1)/2
exp [𝑖𝐴Δ𝑥2 𝜑2].

ここで,定数 𝐶を用いて 𝜃(𝑁) = 1
𝐶(

2𝜋𝑖
𝐴Δ𝑥)

𝑁/2
とすれば,

𝐼(𝜑) = lim
𝑁→∞

𝐶(𝐴Δ𝑥2𝜋𝑖 )
𝑁/2

( 2𝜋𝑖𝐴Δ𝑥)
(𝑁−1)/2

exp [𝑖𝐴Δ𝑥2 𝜑2]

= lim
𝑁→∞

𝐶√
𝐴Δ𝑥
2𝜋𝑖 exp [𝑖

𝐴Δ𝑥
2 𝜑2].

正規化条件より定数 𝐶を決定すると,

1 = ∫ d𝜑 𝐼(𝜑) = lim
𝑁→∞

𝐶∫ d𝜑√
𝐴Δ𝑥
2𝜋𝑖 exp [𝑖

𝐴Δ𝑥
2 𝜑2] = 𝐶.

したがって,

𝐼(𝜑) = lim
𝑁→∞√

𝐴Δ𝑥
2𝜋𝑖 exp [𝑖

𝐴Δ𝑥
2 𝜑2] = lim

𝑁→∞√
𝐴(𝑏 − 𝑎)
2𝜋𝑖𝑁 exp [𝑖𝐴(𝑏 − 𝑎)

2𝑁 𝜑2].

2. 𝐹[𝜑(𝑥)] = exp [𝑖∫
𝑏

𝑎
d𝑥 𝐴2 {𝜑

′(𝑥)}2] の汎関数積分 𝐼(𝜑) = ∫
𝜑

𝜑0
𝒟𝜑(𝑥)𝐹[𝜑(𝑥)], ただし

∫ d𝜑 𝐼(𝜑) = 1として正規化:

𝐹[𝜑(𝑥)]の離散表現は,

𝑓𝑁(𝜑0, 𝜑1,…, 𝜑𝑁−1, 𝜑) = exp [𝑖
𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥 × 𝐴
2 (

𝜑𝑛 − 𝜑𝑛−1
Δ𝑥 )

2
]
𝜑𝑁=𝜑

𝜑0=𝜑0

.
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ただし,分割幅を Δ𝑥 ∶= (𝑏 − 𝑎)/𝑁とした.したがって 𝐹[𝜑(𝑥)]の汎関数積分は,

𝐼(𝜑) = ∫
𝜑(𝑏)=𝜑

𝜑(𝑎)=𝜑0
𝒟𝜑(𝑥) exp [𝑖∫

𝑏

𝑎
d𝑥 𝐴2 {𝜑

′(𝑥)}2]

= lim
𝑁→∞

1
𝜃(𝑁)

∫ d𝜑1⋯∫ d𝜑𝑁−1 exp [𝑖
𝑁
∑
𝑛=1

Δ𝑥 × 𝐴
2 (

𝜑𝑛 − 𝜑𝑛−1
Δ𝑥 )

2
]
𝜑𝑁=𝜑

𝜑0=𝜑0

= lim
𝑁→∞

1
𝜃(𝑁)

∫ d𝜑1⋯∫ d𝜑𝑁−1 exp [
𝑖𝐴
2Δ𝑥

𝑁
∑
𝑛=1

(𝜑𝑛 − 𝜑𝑛−1)2]
𝜑𝑁=𝜑

𝜑0=𝜑0

= lim
𝑁→∞

1
𝜃(𝑁)

∫ d𝜑1⋯∫ d𝜑𝑁−1 exp {
𝑖𝐴
2Δ𝑥[(𝜑 − 𝜑𝑁−1)2 +

𝑁−1
∑
𝑘=1

(𝜑𝑁−𝑘 − 𝜑𝑁−(𝑘+1))2]}
𝜑0=𝜑0

.

ここで 𝜑𝑁−𝑘 の積分について考えると,

∫ d𝜑𝑁−𝑘 exp {
𝑖𝐴
2Δ𝑥[

1
𝑘(𝜑 − 𝜑𝑁−𝑘)2 + (𝜑𝑁−𝑘 − 𝜑𝑁−(𝑘+1))2]}

=∫ d𝜑𝑁−𝑘 exp {
𝑖𝐴
2Δ𝑥[

𝑘 + 1
𝑘 𝜑2𝑁−𝑘 − 2(1𝑘𝜑 + 𝜑𝑁−(𝑘+1))𝜑𝑁−𝑘 + (1𝑘𝜑

2 + 𝜑2𝑁−(𝑘+1))]}

=∫ d𝜑𝑁−𝑘 exp [
𝑖𝐴
2Δ𝑥

𝑘 + 1
𝑘 𝜑2𝑁−𝑘 −

𝑖𝐴
2Δ𝑥2(

1
𝑘𝜑 + 𝜑𝑁−(𝑘+1))𝜑𝑁−𝑘 +

𝑖𝐴
2Δ𝑥(

1
𝑘𝜑

2 + 𝜑2𝑁−(𝑘+1))]

(∫ d𝑥 exp (−𝑖𝑎𝑥2 + 𝑖𝑏𝑥) = √
𝜋
𝑖𝑎 exp (

𝑖𝑏2
4𝑎 ))

=√
𝑘

𝑘 + 1√
2𝜋𝑖Δ𝑥
𝐴 exp [− 𝑖𝐴

2Δ𝑥
𝑘

𝑘 + 1(𝜑 + 𝜑𝑁−(𝑘+1))2 +
𝑖𝐴
2Δ𝑥(

1
𝑘𝜑

2 + 𝜑2𝑁−(𝑘+1))]

=√
𝑘

𝑘 + 1√
2𝜋𝑖Δ𝑥
𝐴 exp [ 𝑖𝐴2Δ𝑥

1
𝑘 + 1(𝜑 − 𝜑𝑁−(𝑘+1))

2]

より, 𝑘 = 1,…,𝑁 − 1で順に積分することで,

𝐼(𝜑) = lim
𝑁→∞

1
𝜃(𝑁)√

1
2√

2
3⋯√

𝑁 − 1
𝑁 (√

2𝜋𝑖Δ𝑥
𝐴 )

𝑁−1

exp [ 𝑖𝐴
2𝑁Δ𝑥(𝜑 − 𝜑0)

2]

= lim
𝑁→∞

1
𝜃(𝑁)

1
√𝑁

(2𝜋𝑖Δ𝑥𝐴 )
(𝑁−1)/2

exp [ 𝑖𝐴
2𝑁Δ𝑥(𝜑 − 𝜑0)

2].

ここで,定数 𝐶を用いて 𝜃(𝑁) = 1
𝐶(

2𝜋𝑖Δ𝑥
𝐴 )

𝑁/2
とすれば,

𝐼(𝜑) = lim
𝑁→∞

𝐶( 𝐴
2𝜋𝑖Δ𝑥)

𝑁/2 1
√𝑁

(2𝜋𝑖Δ𝑥𝐴 )
(𝑁−1)/2

exp [ 𝑖𝐴
2𝑁Δ𝑥(𝜑 − 𝜑0)

2]

= lim
𝑁→∞

𝐶√
𝑎

2𝜋𝑖𝑁Δ𝑥 exp [
𝑖𝐴

2𝑁Δ𝑥(𝜑 − 𝜑0)
2]

= 𝐶
√

𝐴
2𝜋𝑖(𝑏 − 𝑎)

exp [𝑖𝐴2
(𝜑 − 𝜑0)2

𝑏 − 𝑎 ].
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正規化条件より定数 𝐶を決定すると,

1 = ∫ d𝜑 𝐼(𝜑) = 𝐶∫ d𝜑
√

𝐴
2𝜋𝑖(𝑏 − 𝑎)

exp [𝑖𝐴2
(𝜑 − 𝜑0)2

𝑏 − 𝑎 ] = 𝐶.

したがって,

𝐼(𝜑) = ∫
𝜑(𝑏)=𝜑

𝜑(𝑎)=𝜑0
𝒟𝜑(𝑥) exp [𝑖∫

𝑏

𝑎
d𝑥 𝐴2 {𝜑

′(𝑥)}2] =
√

𝐴
2𝜋𝑖(𝑏 − 𝑎)

exp [𝑖𝐴2
(𝜑 − 𝜑0)2

𝑏 − 𝑎 ].

3. 汎関数積分の連結:
𝑥3 > 𝑥2 > 𝑥1 に対し, 𝑥 ∈ [𝑥3, 𝑥1]の関数上で定義される汎関数 𝐹[𝜑(𝑥)]について,

∫
𝜑2

𝜑1
𝒟𝜑(𝑥)∫ d𝜑2∫

𝜑3

𝜑2
𝒟𝜑(𝑥)𝐹[𝜑(𝑥)] = ∫

𝜑3

𝜑1
𝒟𝜑(𝑥)𝐹[𝜑(𝑥)].

実際,

∫
𝜑2

𝜑1
𝒟𝜑(𝑥)∫ d𝜑2∫

𝜑3

𝜑2
𝒟𝜑(𝑥)𝑔(𝜑2)𝐹[𝜑(𝑥)]

= 1
𝜃( ∏

𝑥∈(𝑡1,𝑡2)
∫ d𝜑(𝑥))∫ d𝜑(𝑥2) ( ∏

𝑥∈(𝑡2,𝑡3)
∫ d𝜑(𝑥))𝐹[𝜑(𝑥)]

= 1
𝜃( ∏

𝑥∈(𝑡1,𝑡3)
∫ d𝜑(𝑥))𝐹[𝜑(𝑥)] (∵(𝑡1, 𝑡2) ∪ {𝑡2} ∪ (𝑡2, 𝑡3) = (𝑡1, 𝑡3))

= ∫
𝜑3

𝜑1
𝒟𝜑(𝑥)𝐹[𝜑(𝑥)].

特に, 指数法則 𝐹𝑥∈𝐴[𝜑]𝐹𝑥∈𝐵[𝜑] = 𝐹𝑥∈𝐴∪𝐵[𝜑] を満たす汎関数 (例えば 𝐹𝑥∈[𝑎,𝑏][𝜑] =
exp [∫𝑏

𝑎 d𝑥𝜑(𝑥)])に対しては,

∫ d𝜑2 𝑔(𝜑2)(∫
𝜑2

𝜑1
𝒟𝜑(𝑥)𝐹𝑥∈[𝑥1,𝑥2][𝜑])(∫

𝜑3

𝜑2
𝒟𝜑(𝑥)𝐹𝑥∈[𝑥2,𝑥3][𝜑])

= ∫
𝜑3

𝜑1
𝒟𝜑(𝑥)𝐹𝑥∈[𝑥1,𝑥3][𝜑]𝑔(𝜑(𝑥2)).

実際,

∫ d𝜑2 𝑔(𝜑2)(∫
𝜑2

𝜑1
𝒟𝜑(𝑥)𝐹𝑥∈[𝑥1,𝑥2][𝜑])(∫

𝜑3

𝜑2
𝒟𝜑(𝑥)𝐹𝑥∈[𝑥2,𝑥3][𝜑])

= ∫
𝜑2

𝜑1
𝒟𝜑(𝑥)∫ d𝜑2∫

𝜑3

𝜑2
𝒟𝜑′(𝑥)𝑔(𝜑2)𝐹𝑥∈[𝑥1,𝑥2][𝜑]𝐹𝑥∈[𝑥2,𝑥3][𝜑

′]

= ∫
𝜑3

𝜑1
𝒟𝜑(𝑥)𝑔(𝜑(𝑥2))𝐹𝑥∈[𝑥1,𝑥3][𝜑].
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